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Introduccién a la Solucién Numérica de Ecuaciones Diferenciales

1. Introduccion

Una ecuacién diferencial (ED) es aquella en que la incégnita es una fun-
cién, y en que ademas la igualdad involucra la o las derivadas de la funcién
incognita. Las ED surgen, por ejemplo, como consecuencia de aplicar las leyes
de conservacion de la masa, del momemtum, y de la energia.

Una ED Ordinaria (EDO) es aquella en que la funcién incégnita depende
sélo de una variable, y por lo tanto una EDO involucra sélo derivadas ordinarias.
Por ejemplo, para la funcién incégnita P(t)

aP _
dt
Una ED Parcial (EDP) es aquella en que la funcién incégnita depende de

dos o mas variables, y por lo tanto una EDP involucra derivadas parciales. Por
ejemplo, para la funcién incégnita T'(x, y)

kP.

Ty + Tyy = [

Existen tres grandes familias de técnicas para resolver una ED:

1. Soluciones Analiticas: una técnica de resolucién se dice analitica o exac-
ta si permite obtener una expresién algebraica explicita para la funciéon
incégnita.

2. Soluciones Numéricas: una técnica de resolucién se dice numérica si per-
mite obtener una aproximacion (en algin sentido) para la funcién incégni-
ta.

3. Soluciones Cualitativas: una técnica de resolucién se dice cualitativa si
permite obtener informacién de la solucién a partir de la ED en si misma.

Respecto de la Solucién Numérica de una ED en este curso se presentaran
métodos para EDO y para EDP. En efecto, para EDO veremos algunos métodos
de un paso, tales como Euler, Taylor y Runge-Kutta. Para EDP se expondran los
fundamentos del método de Diferencias Finitas para EDP elipticas y parabdlicas.



2. Solucion Numérica de EDO

Considere el pvi

vy = flz,y)
y(xo) = Yo,

para el cual supondremos, en todo lo que sigue, que estd bien definido, esto es,
posee solucion, esta es tunica, y ademds es estable (depende continuamente de
las condiciones iniciales).

En todo lo que sigue se considera una particién del intervalo [zg, zps], esto
es,

LOyL1yeeeyLjyLid1yeeey LM,
denotando
h=zip1 — i,
parai=0,1,2,..., M — 1. Por otro lado, si y(z),x € [xo,x ] denota la solucién
exacta del pvi, entonces, utilizaremos y; para denotar la aproximacién de y(z;),
esto es,
Yi = y(xi)7

con i =1,2, ..., M. Note que para i = 0 se tiene una igualdad: yo = y(zo), esto
es, la condicién inicial.

2.1. Método de Euler

Por definicion se sabe que
x+h)—y(zx)
'~ i Y .
YT h h
A partir de lo anterior se puede utilizar la razén

yl+h) —y(x)
h

como una aproximacién de y’. Luego, podemos plantear la siguiente aproxi-
macion
y(z +h) —y(z)

. ~ f(z,y),

o sea,
y(z + h) = y(z) + hf(z,y).
Esta 1ltima aproximacion motiva la definicién del método de Euler como
Yiv1 = Yi + hf(@i, i),
cont=0,1,....M — 1.



2.2. Meétodo de Taylor

Asumiendo que la solucién del pvi es suficientemente diferenciable se puede
utilizar un polinomio de Taylor. Para presentar la técnica se utilizard un poli-
nomio de Taylor de segundo grado:

hl
Yo +h) = y(a) + 57

2
b @

3
yO(@) + 30 (@) + 5

h

TEAMCL

con € entre x y « + h. En esta tltima igualdad note que y’ = f. Por otro lado,
y” se puede calcular como

V=) = fy) = fe L Ty = fet fy

Por lo tanto, es posible plantear la siguiente aproximacion

W+ h) ~ o) + hie) + (L) + f ) ),

la cual motiva la definicién del método de Taylor de orden 2

h2
Yir1 = Yi + hf(zi, ;) + ?(fx(xivyi) + fy (@i, vi) f (@i, 9i))s

parai=0,1,2,...,M — 1.
De manera andloga se puede puede definir un método de Taylor de orden 3,
4, o superior.

2.3. Meétodos de Runge-Kutta

Carl David Tolmé Runge, 1856-1927.
Martin Wilhelm Kutta, 1867-1944.

El ahora denominado método de Runge-Kutta fue parte de la tesis doctoral
del Profesor Kutta, en la Universidad de Munich, la cual finalizé en 1900, y
publicé en 1901. (http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/).

Tal como se puede apreciar en la deducciéon del método de Taylor la principal
dificultad surge al calcular las derivadas y™), n = 3,4,..., a partir de 3/ =
f(x,y). En efecto, este enfoque conduce a un nimero excesivo de evaluaciones
funcionales (f, fz, fy, fzws fyy,-.-) al momento de ejecutar el respectivo cédigo
computacional. Por ejemplo, se puede demostrar que para la derivada de tercer
orden y(®):

En base a esto, se puede aseverar que la motivacién basica de los asi llamados
métodos de Runge-Kutta consiste en alcanzar exactitudes de un método de
Taylor de orden 4 6 5, por ejemplo, pero sin calcular derivadas adicionales, esto
es, s6lo evaluando la funcién dato f(z,y).

Los métodos de Runge-Kutta se pueden motivar como una generalizacién de
la expresion que define el método de Euler, esto es,

Yi+1 = Yi + hf(x’myl)7



a través de una relacion mas general del tipo

Yit1 = Yi + ho(zi, yi, h),

en donde ¢ es una funcion incremento y se interpreta como una pendiente
generalizada sobre el respectivo intervalo de solucion. Especificamente,se define

como

una combinacion lineal de las pendientes calculadas en diversos puntos

vecinos, esto es,

¢ =arky + ... + apkn,

con a; constantes, y k; definida como

k1
ko
ks
ky

siendo p;, y ¢; constantes adecuadas. Por ejemplo,

1.

Runge-Kutta de orden 1. Para n = 1: ¢ = a1k1, k1 = f(zi,y:), con lo
cual,

Yir1 = Yi + a1 f (i, yi)he
Note que si se elige a; = 1 se obtiene el método de Euler.

Runge-Kutta de orden 2. Para n = 2: ¢ = a1ky + aske, k1 = f(zi, y:),
y k2 = f(x; + pih,y; + qu1k1h), con lo cual,

Yir1 = Yi + O(xi, yi, h)h = yi + (a1k1 + azkz)h.

El problema consiste en determinar las constantes ai, as, p1, y q11. Para
tal efecto recordemos que el desarrollo en serie de Taylor para una funcién
en dos variables, estd dado por

glx+ry+s)=g(x,y) +rg.(x,y) + sgy(z,y) + ...,

en donde se han mencionado explicitamente sélo los términos lineales.
Aplicando este ultimo desarrollo a la funcién en dos variables k; podemos
escribir

ky = f(zi + prh,yi + quikih) = f(zs,y:) + (p1h) fo + (quikrh) fy + ...,

con lo cual la expresién de Runge-Kutta se puede escribir como
h2
Yi+1 = yi + (a1 +az) fh + 2(azp1 fz + a2q11fyf)? + .
Finalmente, comparando esta tltima expresion con la definicién del méto-
do de Taylor de orden 2, esto es,

h2
Yi+1 = Yi +fh+(fx+fyf)?a



se obtiene el siguiente sistema de 3 ecuaciones con 4 incégnitas (y que por
lo tanto, posee infinitas soluciones)

a1 +ay = 1
2a9p1 = 1
20,2q11 = 1.

En particular, si se hace as = 1/2, se obtiene que a1 = 1/2, p1 = 1,y
q11 = 1, con lo cual se obtiene un método de Runge-Kutta de orden 2
(parai=0,1,2,3,...,M —1):

ki +k
Yir1 = Yi+ (%)h
kv = flxiy)
ky = f(xi+ h,y; + kih)

. Runge-Kutta de orden 4-Clasico. Siguiendo una argumentacién sim-
ilar al ejemplo anterior se obtiene el método clasico de Runge-Kutta de
orden 4:

ki + 2ko + 2ks + ky

Yir1 = ¥Yi+( 5 )h
kr = flxi,y)
ky = f(zi+h/2,y;+kih/2)
ks = f(xi+h/2,y; + kah/2)
ks = f(xi+h,y; + ksh),

parai=0,1,2,3,.... M — 1.



2.4.
1.

EJERCICIOS

Para cada uno de los pvi dados a continuacién se pide:

() calcular la solucién exacta o analitica,

(i) escribir la expresion algebraica que define los métodos de Euler, Taylor
(orden 2, 3 y 4), y RK-4 clésico,

(4i7) a partir de la condicidn inicial dada ejecute, con calculadora, al menos
dos pasos con h = 1/100.

e) ydr + z(lnx —lny — 1)dy =0, y(1) =e.
f) (z+ye¥/*)dx — ze¥/*dy = 0, y(1) = 0.

a) y' = cos2z, y(0) = 1.
b) y'tanz =y, y(5) = 3.
¢) (22 4+ 1)y + 323y = 6ze=3"/2, y(0) = 1.
d) (22 +4)y + 3zy ==z, y(0) = 1.
)
)

Un modelo matemético para el drea A que ocupa una colonia de bacterias

estd dado por

A
(th = A(2,128 — 0,04324).

Suponga que el drea inicial es de 0,24cm?2. Se dispone del siguiente conjunto
de datos experimentales, en donde el tiempo ¢ se observé en dias:

t 1 2 3 4 5
A | 2.78 | 13.53 | 36.30 | 47.50 | 49.40

Se pide:

(i) calcular la solucién exacta,

(3) graficar simultdneamente los datos y la curva solucién en [0, 5],

(#i1) construya una tabla con las soluciones numéricas (use h = 1): Euler,
Taylor de orden 2, y RK-4 clésico, y que incluya ademas, los datos experi-
mentales y los valores numéricos calculados a partir de la solucién exacta.
Compare y comente.

Considere un tanque conico invertido con un orificio circular en su vértice
basal de radio r = % [pie] por el cual puede fluir un cierto liquido contenido
en el tanque. Se sabe que si x denota la altura del nivel del liquido medido
desde el vértice, entonces se satisface:

A(x)(ji—f = —0,67r%\/2gz,
en donde, A(x) es el drea de la seccién transversal del tanque a una altura
'y g = 32,1[pie/s?]. Sabiendo que el tanque tiene una altura inicial de
liquido igual a 10[pie], y un volumen inicial de %W[pie?’], se pide:
(i) calcular la solucién exacta z(t),
(#4) aproximar la altura z cuando han transcurrido 20[s] utilizando el
método de Taylor de orden 3, con tamano de paso At = 10[s],
(#i1) comparar la altura exacta y aproximada, calculando el error absoluto.
Ayuda: el volumen de un cono de radio basal R y altura H estd dado por
V = i7R?H.



4. Un cultivo de bacterias tiene Py > 0 bacterias inicialmente. Al cabo de
una hora se determina que el nimero de bacterias P(¢) ha aumentado a
%PO. Si la tasa de crecimiento es directamente proporcional al niimero de
bacterias en ese instante, esto es,

dP(t)

e kP(t),k >0

se pide:
(i) resolver la ecuacién diferencial dada para demostrar que P(t) = Pyekt,
con k = In(3/2),
(1) calcular el tiempo que debe transcurrir para que el nimero de bacterias
de triplique,
(#i1) aproximar el nimero de bacterias al cabo de dos horas, utilizando el
método de Taylor de orden 4, con At = 1[hr] y Py = 100[bacterias],
(iv) comparar la aproximacién obtenida en el punto anterior con el valor
exacto. Comentar.

5. En el instante en que se saca un pastel del horno su temperatura es igual
a 300°F. Tres minutos después su temperatura es igual a 200°F. Si T'(t)
denota la temperatura (en °F) del pastel t[min] después de haber sido
sacado del horno, la ley de enfriamiento de Newton permite aseverar que
existe una constante k > 0 tal que %I = k(T — 70). Se pide:

(1) demostrar que la funcién T'(t) esta dada por T'(t) = 70+230e~ %t > 0,
en donde, k = (1/3)1n(13/23), resolviendo la edo dada,

(#4) aproxime (con At = 1[min]) la temperatura del pastel cuendo han
transcurrido dos minutos usando el método de Euler (Taylor de Orden 1),
(#i1) aproxime (con At = 1[min]) la temperatura del pastel cuando han
transcurrido dos minutos usando el método de Taylor de Orden 3,

(iv) calcule el error relativo de las aproximaciones obtenidas en los puntos

(#3) y (ii1). Comente sus resultados.



